7

Energie potentielle, énergie mécanique et
résonance

Au chapitre 6, on a défini I’énergie cinétique d’un point matériel. Dans la premiére section,
on va montrer qu’on peut définir des énergies potentielles liées aux forces conservatives. La
somme des énergies cinétique et potentielles constitue 1’énergie mécanique. On va établir le
théoreme de conservation de 1’énergie mécanique en absence de forces dissipative et on va
déterminer la puissance dissipée par les forces dissipatives. Dans la deuxiéme section, on
va discuter la notion de stabilité d’une position d’équilibre. Au chapitre 4, on a étudié la
dynamique d’un oscillateur harmonique libre et d’un oscillateur harmonique amorti. Dans la
troisieme section de ce chapitre, on va examiner la dynamique d’un oscillateur harmonique
forcé couplé a une force extérieure périodique. On verra que 'amplitude du mouvement
dépend de maniere critique de la fréquence d’oscillation. Ce comportement est a l'origine du
phénomene de résonance.

7.1 Energie potentielle et énergie mécanique

Au chapitre 6, on a défini le travail Wi_,o (F') effectué par une force F sur un point
matériel d’'une position initiale r; a une position finale s comme l'intégrale du produit de
la force F' et du déplacement dr le long de la trajectoire du point matériel. Cette intégrale
curviligne (6.55) dépend en général du chemin suivi. Cependant, il existe des forces appelées
forces conservatives — terme qui sera justifié ultérieurement — pour lesquelles l'intégrale
est indépendante du chemin suivi. Elle dépend uniquement de la position initiale r; et de
la position finale ry. Le travail effectué par une force conservative F', sur un point matériel
d’une position initiale 7; & une position finale 75 s’écrit donc,

Wi (Fe) = /

Cis2

T2
F.-dr = / F.-dr (7.1)
T1

Cette intégrale peut étre écrite comme la somme de deux intégrales dont les bornes dépendent
d’une position de référence arbitraire r,

W1_>2(Fc):/ Fc'd'f’—F/ F.-dr (72)
™1 T0

Afin d’exprimer le travail (7.2) de la force conservative Wi_,9 (F'.) en termes d’une variation
d’énergie de la position initiale 71 & la position finale o, on le met sous la forme suivante,

Wi (Fo) = <_ /T Fc-dr) - (_ / Fc-dr) (7.3)

7.1.1 Energie potentielle

A présent, on peut définir I’énergie potentielle associée & une force extérieure conser-
vative F . Cette énergie potentielle est une grandeur scalaire et extensive V (r) définie
comme le travail a effectuer en s’opposant a la force conservative F'. pour déplacer le point
matériel de la position arbitraire de référence r( a la position r,

Vir)=—- /T F.-dr (7.4)
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Elle est définie & une constante pres, comme 1’énergie cinétique, en raison du choix arbitraire
de la position de référence ry que 'on peut choisir judicieusement. Compte tenu de la
définition (7.4) de ’énergie potentielles, on peut maintenant exprimer le travail (7.3) de la
force conservative F'. comme 'opposé de la variation d’énergie potentielle,

Wlﬂz (FC) =V (T‘l) -V (7‘2) = Vi — ‘/2 = — AV:[*}Q (75)

L’unité de 'énergie potentielle dans le systéme international d’unités est le Joule noté [J] =
[kgm?s~2]. Il s’agit bien entendu de la méme unité que le travail et I’énergie cinétique. Le
travail (7.1) effectué par la force conservative F'. lors d’un déplacement le long du chemin
fermé C qui va de la position initiale 71 a la position finale ro = 71,

T
WC(FC):j{6W(FC):7{FC~dr:/ Fo-dr=0 (7.6)
Ce résultat nous amene a énoncer le théoreme d’existence de I’énergie potentielle :

Théoréme 7.1 La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une énergie poten-

tielle V (r) associée a une force F, c’est-a-dire pour que la force F' soit conservative, est
que le travail effectué par la force extérieure We (F) sur tout chemin fermé C soit nul,

We (F) = % F.-dr=0 ainsi F=F. (7.7

Historiquement, c’est William John Macquorn Rankine qui a introduit la notion
extrémement utile d’énergie potentielle.

7.1.2 Energie mécanique

L’énergie potentielle totale V' est la somme des énergies potentielles associées aux forces
extérieures conservatives F &,

V=Y V(F>)  on V(ngt):—/r F& . dy! (7.8)

0

L’énergie mécanique E est une grandeur scalaire et extensive qui est la somme de I'énergie
cinétique T et de I’énergie potentielle totale V' associée a toutes les forces extérieures conser-
vatives,

E=T+V (7.9)
L’unité de I’énergie dans le systéme international d’unités est le Joule noté [J] = [kgm? s72].
Il s’agit bien entendu de la méme unité que I'énergie cinétique et 1’énergie potentielle.
La somme des travaux (7.5) effectués par les forces extérieures conservatives lors d’un
déplacement d’une position initiale 7y & une position finale ro s’écrit,

Y Wi (FOY) =-AVi, =V -V, (7.10)

En identifiant les expressions (6.58) et (7.5) des travaux Wi_,5 (F'.) de 'ensemble des forces
conservatives, on obtient 'iddentité,

T2 - T1 = — (‘/2 - Vl) ainsi T1 + V1 = T2 + ‘/2 (711)

L’énergie mécanique F; en position initiale 71 et I’énergie mécanique Es en position finale
79 s’écrivent,

E]_ == T1 + Vl et E2 = T2 + ‘/vg (712)
A présent, on est en mesure d’énoncer le théoréeme conservation de 1’énergie :

Théoréme 7.2 Si toutes les forces extérieures agissant sur un point matériel sont des
forces conservatives Fcemt, alors l’énergie mécanique E est conservée, ce qui implique que
l’énergie mécanique E1 au temps t1 est égale a ’énergie mécanique Fo au temps to et que
la dérivée temporelle de I’énergie mécanique E est nulle,

E, = Ey = cste Y t1, to ainsi E=0 (7.13)


https://fr.wikipedia.org/wiki/William_Rankine
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7.1.3 Energie et puissance dissipées

On considére un point matériel de masse m sur lequel s’applique des forces extérieures

conservatives F &' (t) et des force extérieures dissipatives F ' (¢). La somme des forces

extérieures s’écrit,
SNFN =Y FX+> F (7.14)

La somme des travaux effectués par les forces extérieures lors du déplacement du point
matériel de la position initiale 71 a la position finale 75 peut se décomposer de la méme
maniere,

Z Wiso (F eXt) = Z Wi_s (FgXt) + Z Wi (F;Xt) (715)

Compte tenu de la variation de 1’énergie cinétique, donnée par le théoreme de ’énergie
cinétique (6.58), et de la variation de I’énergie potentielle (7.10), la somme des travaux
effectués par les forces extérieures (7.15) devient,

ATy = —AVing+ Y Wiss (F3) (7.16)
qui est remis en forme comme,
3 Wi (F§Y) = ATio + AViog (7.17)

Compte tenu des énergies mécaniques (7.12), la variation d’énergie mécanique est la somme
des variations d’énergie cinétique et d’énergie potentielle totale,

AEB o =E— By =T+ Vo =Ty — Vi = AT 2+ AVl (7.18)
A présent, on est en mesure d’énoncer le théoreme de ’énergie mécanique :

Théoréme 7.3 La somme des travaux effectués par des forces dissipatives d’une position
initiale 71 a une position finale ro est égale a la variation d’énergie mécanique,

> Wi (Fi™) = AE; (7.19)

Ainsi, on voit clairement que 1’énergie mécanique E est dissipée uniquement par les
forces extérieures dissipatives F $**. La formulation infinitésimale du théoreme de ’énergie
d
mécanique est,

dE =Y oW (F&*) =Y F*-dr (7.20)
La puissance mécanique (6.61) dissipée par une force dissipative F " s’écrit,
P:Zcht.v:ZFC’“-dl (7.21)
d d dt N

Compte tenu de la variation infinitésimale d’énergie mécanique (7.20), la puissance
mécanique dissipée (7.21) est la dérivée temporelle de I’énergie mécanique,

P="=F 22
7 (7.22)

A titre d’exemple, on peut considérer la puissance mécanique dissipée par une force de
frottement visqueux Fy = —bw ou b > 0 en régime laminaire. D’aprés I'équation (7.21), la
puissance mécanique dissipée s’écrit alors,

P=F; v=—-bv2<0 7.23
f

La puissance mécanique dissipée est négative ce qui signifie que le point matériel perd de
I’énergie mécanique. Or, Antoine Laurent de Lavoisier a tres justement affirmé : “Rien ne
se perd, rien ne se crée, tout se transforme”. En réalité, 1’énergie mécanique dissipée par
la force de frottement se transforme en une autre forme d’énergie appelée la chaleur qui
est étudiée dans le cadre de thermodynamique, qui est une extension de la mécanique
permettant d’inclure toutes sortes d’autres formes d’énergie.

Antoine Laurent de

Lavoisier

Thermo-
ynamique

Thermodynamique
(parties 1, 2)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Antoine_Lavoisier
http://www.ppur.org/en/product/763/9782889150717/Thermodynamique
https://issuu.com/ppur-epflpress/docs/thermodynamique-1?e=18780271/33900519
https://issuu.com/ppur-epflpress/docs/thermodynamique-2?e=18780271/33900551
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7.1.4 Force conservative

On désire a présent exprimer une force conservative F'. en terme du potentiel V associé a
cette force. Pour ce faire, on calcule le travail infinitésimal effectué par la force conservative
F. lors d'un déplacement infinitésimal dr d’une position initiale » a une position finale
T + dr. Dans un repére cartésien, le vecteur position et le vecteur déplacement s’écrivent,

3 3
r= Z T; Ty ainsi dr = Z dx; &; (7.24)
— —
Le travail infinitésimal (6.54) de la force conservative F'. s’exprime comme,
SW(F&Y) = F& dr = —dV (r) = — (V (r+dr)—V (r)) (7.25)
La variation infinitésimale de 1’énergie potentielle V (r) = V (z1, z2, z3) est la somme des

variations de obtenues en faisant varier chaque coordonnée et en maintenant les autres
constantes,

3 A
W E) =V(r+dr)- V)= (V rrdnd) -V ("")> dr;  (7.26)

=1

ou la dérivée partielle de I’énergie potentielle V (z1, 22, x3) par rapport & une seule coor-
donnée x; est définie comme,
ov N V('I""f‘dl'lii'z) — V(r)
81’1‘ o dT,Z

(7.27)

Dans la pratique, on la calcule en maintenant constantes les autres coordonnées de position
cartésienne dans I'expression de 1’énergie potentielle V. Compte tenu de la variation infi-
nitésimale de la coordonnée dz; = &;-dr, de la variation infinitésimale de I’énergie potentielle
(7.26) et de la dérivée partielle (7.27), le travail infinitésimal (7.25) devient,

3
ov
8$i

i=1

SW(F&) =—av (r) = — 2| -dr=——-dr (7.28)

L’opérateur vectoriel gradient est la dérivée vectorielle par rapport & la position qui s’écrit
dans le repére cartésien comme,

d 0 0 0 0
V=_— = P, — =3 — + Ty — + B3 — 7.29
dr Z * 8$i T 8l‘1 +i 8.132 Tt 81‘3 ( )
i=1
Ainsi, le gradient de potentiel V'V est un vecteur dont les coordonnées cartésiennes

sont obtenues en prenant la dérivée partielle du potentiel V' par rapport aux coordonnées
correspondantes,

&H

By + B2+ — &3 (7.30)

23: 5 _ OV ov . oV
im1 Li 8x1 ox 2 8$3

Le gradient de potentiel est orienté dans la direction de la plus grande variation du potentiel
et sa norme correspond a la valeur de la pente. Les courbes de potentiel constant s’appellent
des équipotentielles. En chaque point d’une équipotentielle, le vecteur gradient de potentiel
est orthogonal & I’équipotentielle. En substituant la définition (7.28) dans 1’équation (7.30),
on peut exprimer la force conservative F'. comme 'opposé du gradient de I’énergie potentielle
potentiel associée,

dv

F2 = — - =—VYV (7.31)

On dit que la force dérive de I’énergie potentielle qui est appelé une intégrale du mouvement.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Gradient
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7.1.5 Energie potentielle de pesanteur

L’énergie potentielle de pesanteur V,(r) est I'énergie potentielle associée au poids
P = mg d'un point matériel de masse m. C’est une force conservative. D’apres la
définition (7.4), I'énergie potentielle de pesanteur est le travail qu’il faut effectuer pour
déplacer le point matériel d’une position de référence ry a la position r en s’opposant au
poids,

Vg(r):—/ P~d1":—/ mg - dr' (7.32)

Etant donné que le champ gravitationnel g est vertical, on choisit un axe vertical Oz avec
une origine au niveau du sol. On prend comme référence de potentiel de pesanteur le plan
horizontal qui passe par 'origine O, c’est-a-dire ¢ = 0. Le vecteur position r, le vecteur
déplacement infinitésimal dr’ et le champ gravitationnel g le long de I’axe vertical s’écrivent
respectivement,

r=z% dr' = d7' 2 g=—g% (7.33)

Compte tenu des expressions vectorielles (7.33), I’énergie potentielle (7.32) est mise sous la
forme suivante,

I z
Vo(z)=— / mg-dr' = mg/ dz' =mgz (7.34)
0 0
D’apres 'expression (7.31), le poids P du point matériel dérive de ’énergie potentielle de
pesanteur,
dv, av, . .
P:—VVg:—d—rgz—d—Zgz:—mgz:mg (7.35)

A titre d’exemple, on peut mentionner le yo-yo qui transforme de 1’énergie potentielle de
pesanteur en énergie cinétique et vice versa, en conservant I’énergie mécanique.

7.1.6 Energie potentielle élastique

L’énergie potentielle élastique V. (r) est 1'énergie potentielle associée & la force
élastique F'. = —kd exercée sur un point matériel par un ressort de constante élastique
k et de longueur & vide £y. C’est une force conservative. D’apres la définition (7.4), ’énergie
potentielle élastique est le travail qu’il faut effectuer pour déplacer le point matériel d’une
position de référence rq a la position r en s’opposant a la force élastique,

Ve(r):—/ Fe-dr’:/ kd-dr' (7.36)
T0 0

On choisit un axe horizontal Ox le long du ressort avec une origine O au niveau du point
de suspension du ressort au mur. On prend comme référence de potentiel élastique le plan
vertical qui passe par I'autre extrémité du ressort au repos, c’est-a-dire rq = ¢y &. Le vecteur
déformation d et le vecteur déplacement infinitésimal dr’ le long de I’axe horizontal s’écrivent
respectivement,

d= (" — ly) & dr' = dz' & (7.37)

Compte tenu des expressions vectorielles (7.37), I’énergie potentielle (7.36) est mise sous la
forme suivante,

™ x
1
Ve (x):/ kd~dr’:k/ (' — o) da' = Z k (xz — £y)* (7.38)
T Lo 2

D’aprés lexpression (7.31), la force élastique F', exercée sur le point matériel dérive de
I’énergie potentielle élastique,

—Z‘f:—i;;ea”c:—k(w—fo)a‘::—kd (7.39)
A titre d’exemple, on peut mentionner le pendule de Wilberforce qui transforme de ’énergie
potentielle élastique de translation en énergie potentielle élastique de rotation et en énergie
cinétique.

Fe:*V‘/e:

Energie potentielle de

pesanteur

Yo-yo

Energie potentielle
élastique

Pendule de
Wilberforce


https://www.youtube.com/watch?v=V08oT-Obs6o
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7.2 Equilibre et stabilité

Dans cette section, on va montrer qu’on peut déterminer analytiquement I’expression des
positions d’équilibre en dérivant I’expression de ’énergie potentielle totale. On étudiera aussi
leur stabilité.

7.2.1 Position d’équilibre et stabilité

On considere le mouvement d’un point matériel avec un seul degré de liberté en absence de
force dissipative. Ainsi, s’il n’y a pas de mouvement de translation ou de rotation entretenu
par une source d’énergie externe, c’est-a-dire un moteur, I’énergie mécanique E est conservée.
A Déquilibre, ’énergie cinétique (6.57) est nulle. Compte tenu de la définition de I’énergie
mécanique (7.9),

T=0 ainsi E =V = cste (équilibre) (7.40)
La dynamique du point matériel est caractérisée par une seule variable qui correspond a un

degré de liberté. Cette variable appelée coordonnée généralisée et notée q peut étre
soit une position soit un angle,

q€{z,y,2,mp, 0,6t ainsi  V=V(q) (7.41)
A Déquilibre, en ¢ = qq, la condition (7.40) sur I’énergie potentielle V' (¢q) associée a la force
conservative F'. s’écrit,

dv
dq

V (qo) = cste ainsi 0 (équilibre) (7.42)

q4=qo0

ce qui signifie que I'état d’équilibre correspond & un extrémum de 1’énergie potentielle. Pour
étudier la stabilité de la position d’équilibre qq, il faut considérer la dynamique du point
matériel au voisinage de la position d’équilibre. Le développement limité au 2¢ ordre de
Pénergie potentielle V' (¢) autour de la position d’équilibre gg s’écrit,

dV/ 1 d?V
V(q)—V(qo)—i—/ﬁﬂ(q— QO)+§ dqu

9=q0

(¢ @) +0(¢°) (7.43)

9=q0

Compte tenu de la condition (7.42), le développement limité (7.43) au voisinage de ’équilibre
se réduit a,
1 d*v

Vi(g)=Vi(gp)+5 -5

5 G| 1= 0’ +0 () (7.4

q4=qo

Compte tenu des expressions (7.30) et (7.31), si la coordonnée généralisée est une coordonnée
de position, la force conservative F'. est donnée par,

F.=—-VV=——4§ (7.45)
ou g est le vecteur unité tangent a la ligne de coordonnée g. La position d’équilibre gq

V(g) V(g)

instable

2V
dg?

<0

F, F

e

dy 9

FIGURE 7.1 La position d’équilibre qo est stable si d?V/dg*|q=q, > 0O et instable si
sz/dq2|q:qo <0

est stable si le signe de la dérivée seconde de ’énergie potentielle est positif car la force
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conservative F'. ramene le point matériel vers la position d’équilibre dans son voisinage. La
position d’équilibre gg est instable si le signe de la dérivée seconde de 1’énergie potentielle
est négatif car la force conservative F'. éloigne le point matériel de la position d’équilibre
dans son voisinage (Fig. 7.1).

7.2.2 Stabilité du pendule mathématique

A titre d’exemple, on va déterminer la stabilité des positions d’équilibre d’un pendule
mathématique constitué d’un point matériel de masse m suspendu a I'extrémité d’un fil de
longueur £ oscillant dans un plan vertical. Le degré de liberté est I’angle d’inclinaison du fil
du pendule ¢ = ¢. On prend comme référence de potentiel la surface horizontale passant par
le point matériel lorsque le fil est vertical et que le point matériel se trouve a sa position la
plus basse. La coordonnée verticale s’écrit alors

z (o) =4 (1 — cosg) ol qg=¢ (7.46)
Compte tenu de la définition (7.34), I'énergie potentielle de pesanteur est donnée par,
Vg (¢) = mgz (¢) = mgl (1 — cos ¢) (7.47)
D’apreés la condition (7.42), & I’équilibre le pendule satisfait la condition,
dVy . .
— =mglsingy =0 ainsi ¢o € {0,7} (7.48)
de P=d¢o

Pour déterminer la stabilité des positions d’équilibre ¢g = 0 et ¢g = 7, on calcule la dérivée
seconde de 'énergie potentielle de pesanteur V; (¢),

d*V,
y g = mgl cos ¢y (7.49)
¢ p=¢0
On en conclut que la position d’équilibre inférieure ¢y = 0 est stable car,
d*V, .
3 =mgl >0 (position stable) (7.50)
d¢ $=¢o=0
et que la position d’équilibre supérieure 6y = 7 est instable car,
d*V, P
15 =—-—mgl <0 (position instable) (7.51)
¢ P=po=m

7.3 Résonance

La résonance d’un systeme physique soumis a une force périodique externe donne lieu
a une amplification de son amplitude d’oscillation pour une fréquence bien précise appelée
la fréquence de résonance et pour des multiples de cette fréquence appelés des har-
moniques. Cette résonance peut étre de nature acoustique ou mécanique, dans le cas du
tube d’air d’un trombone ou de la vibration de tiges (Fig. 7.2). Elle peut aussi étre de na-
ture électrique ou magnétique, dans le cas d’un circuit RLC ou de I'imagerie par résonance
magnétique.

7.3.1 Oscillateur harmonique forcé

Pour étudier ce phénomene de résonance tres courant en physique, on va considérer le
modele mécanique le plus simple, a savoir un oscillateur harmonique forcé amorti par
des frottements visqueux et excité par une force extérieure périodique. Dans ce modele, un
point matériel de masse m est suspendu a un ressort de constante élastique k et de longueur
a vide lg. Le ressort est attaché & un vibreur qui exerce sur lui une force périodique de
fréquence modulable.

Les forces extérieures exercées sur le point matériel sont son poids,

P=mg=mgX (7.52)

Pendule
mathématique

Imagerie par

résonance magnétique


https://www.youtube.com/watch?v=PSUMKYZpxlE

Johann Samuel
Koenig
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FIGURE 7.2 Trombone de Koenig : a certaines fréquences acoustiques précises, le son
est amplifié; le systéme acoustique résonne. Tiges : A certaines fréquences de vibra-
tions mécaniques précises, ’amplitude des vibrations augmente ; les tiges d’une longueur
spécifique résonnent.

ott X est le vecteur unitaire orienté vers le bas, la force élastique,
F,=—kd=—k(X - ()X (7.53)
la force de frottement visqueux,
Fi=—-bv=-bXX (7.54)
et la force d’entrainement périodique,
F (t) = Fysin (wt) X (7.55)
La loi vectorielle du mouvement harmonique oscillatoire forcé du point matériel s’écrit,
> F*=P+F.+F;+F(t)=ma (7.56)
L’accélération du point matériel est,
a=XX (7.57)

Compte tenu des forces extérieures (7.52), (7.53), (7.54) et (7.55), ainsi que de
Paccélération (7.57), la projection de la loi du mouvement harmonique oscillatoire forcé
selon ’axe vertical OX orienté vers le bas s’écrit,

selon X : mg— bX — k(X — £y) + Fysin (wt) = mX (7.58)

FIGURE 7.3 Oscillateur harmonique forcé constitué d’un point matériel de masse m sus-
pendu & un ressort de constante élastique k, de longueur a vide ¢y attaché a un vibreur.

A T’aide du changement de variable suivant,

x:X—EO—% ainsi £ =X et i=X (7.59)


https://vimeo.com/44436322
https://fr.wikipedia.org/wiki/Johann_Samuel_K%C3%B6nig
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I’équation du mouvement (7.58) peut étre mise sous la forme suivante,
mi + bi + kx = Fysin (wt) (7.60)

En utilisant I’expression (3.22) du temps d’amortissement 7 et I'expression (4.40) de la
pulsation wg en absence d’amortissement et d’entraienemnt, et en introduisant 'intensité de
I’accélération d’entrainement ag exprimée comme,

Fo
ag = — 7.61
0= (7.61)
I’équation du mouvement de l'oscillateur forcé (7.60) divisée par la masse m peut étre mise
sous la forme suivante,

1
i+ =%+ wiz = agsin (wt) (7.62)
T

7.3.2 Régimes transitoire et stationnaire

On peut imposer comme condition initiale au mouvement harmonique oscillatoire forcé
décrit par I’équation du mouvement (7.62) d’avoir une coordonnée de position nulle,

2(0)=0 (7.63)

La vitesse initiale est alors entierement déterminée par I’amplitude du mouvement. La so-
lution générale de I’équation différentielle (7.62) correspond & une combinaison linéaire de
deux types de mouvements. Premierement, en absence d’excitation mécanique générée par
le vibreur, l'intensité ag de 'accélération d’entrainement est nulle, c’est-a-dire ag = 0,
et Péquation du mouvement (7.62) est alors celle d’un oscillateur harmonique amorti
par les frottement visqueux du fluide environnant — généralement de 'air ou de l’eau.
Deuxiemement, lorsque le mouvement propre de 'oscillateur harmonique est entierement
amorti par le frottement visqueux, le mouvement ’oscillateur harmonique est completement
déterminé par la force d’excitation F' (), c’est-a-dire qu’il acquiert la méme pulsation w que
la force d’excitation. La solution mathématique de ’équation du mouvement (7.62) x () est
donc la somme de la solution de I’équation homogene xj, (¢), définie par ag = 0, et d’une
solution particuliere z, (t) vers laquelle tend le systeéme & suffisamment grand temps,

z(t) =xp (t) +zp (t) (7.64)

Au chapitre 4, on a établi que pour un oscillateur harmonique amorti, ’'amplitude d’oscilla-

t/2T

tion pe~ décroit exponentiellement au cours du temps,

xp (t) = pe” V27 sin (W't + ¢') (7.65)

oll w’ est la pulsation et ¢’ est 'angle de déphasage du mouvement oscillatoire harmonique
amorti. La solution particuliere z, (t) de pulsation w indépendante de w’ est donnée par,

zp (t) = psin (wt + ) (7.66)

ou @ est Pangle de déphasage. Compte tenu de la solution du systéme homogene (7.65) et
de la solution particuliere (7.66), la solution générale (7.64) devient (Fig. 7.4),

x(t)=p (e_ 827 sin (W't — @) + sin (wt + ap)) (7.67)

ol les angles de déphasage sont opposés, c¢’est-a-dire ¢’ = — ¢, afin de satisfaire la condition
initiale (7.63). L’angle de déphasage ¢ est déterminé par la condition initiale imposée sur la
vitesse.

En présence d’une force d’excitation périodique, il existe ainsi deux régimes que 1’on peut
distinguer qualitativement et quantitativement. Lorsqu’on enclenche le vibreur au temps
initial, c’est-a-dire t = 0, jusqu’a un temps qui est de 'ordre de grandeur du temps d’amor-
tissement, c’est-a-dire ¢ ~ 7, il y a coexistence des oscillations propres du systeme et des
oscillations dues a la force d’excitation. Il s’agit du régime transitoire caractérisé qua-
litativement par l'interférence entre des oscillations de pulsations différentes qui ont des
amplitudes du méme ordre de grandeur et génerent de ce fait des battements. Pour un
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FIGURE 7.4 Durant le régime transitoire, ’amplitude d’oscillation propre est exponentiel-
lement amortie pour tendre vers une constante durant le régime stationnaire.

temps qui est beaucoup plus grand que le temps d’amortissement, c’est-a-dire ¢ > 7, 'am-
plitude des oscillations propres du systeme devient négligeable par rapport a 'amplitude
des oscillations générées par la force d’excitation périodique. Le mouvement de 'oscillateur
harmonique est alors entierement déterminé par la force d’excitation périodique. Il s’agit du
régime stationnaire. La réponse du systéme & la force d’excitation en régime stationnaire
s’appelle la réponse harmonique.

Dans le cas particulier ou les frottements sont négligeables, le temps d’amortissement
diverge, c’est-a-dire 7 — o0, et I'angle de déphasage est négligeable, c’est-a-dire ¢ — 0.
Ainsi, équation horaire (7.67) se réduit a,

x(t)=p (sin (wW't) + sin (wt)) (7.68)
Compte tenu de l'identité trigonométrique,
t 't t— W't
sin (w't) + sin (wt) = 2sin (%) cos (%) (7.69)

I’équation horaire du mouvement (7.68) peut étre mise sous la forme suivante,

z(t) = 2 psin (W) cos (%) (7.70)

Elle décrit un mouvement oscillatoire rapide de pulsation w+w’ & I'intérieur d’une enveloppe
oscillatoire de pulsation lente w — w’. 1l s’agit de battements de pulsation w + '’ (Fig. 7.5).
On peut entendre ces battements en faisant interférer les ondes sonores provenant de deux

z (t)
J

FIGURE 7.5 Les battements de pulsation lente w — w’ sont représentés par l’enveloppe
oscillante due a l'interférence entre le mouvement harmonique oscillatoire propre et 1’exci-
tation périodique.

diapasons avec des fréquences voisines (Fig. 7.6).
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FIGURE 7.6 La fréquence des battements f — f’ est la différence des fréquences d’oscilla-
tions voisines f = 440 Hz et f’ = 435 Hz des deux diapasons.

7.3.3 Réponse harmonique

En régime stationnaire, la solution de ’équation du mouvement (7.62) est la solution
particuliere (7.66),

z (t) = psin (wt + ¢) (7.71)
pour des conditions initiales quelconques. Pour déterminer I’expression de ’amplitude p et
de l’angle de déphasage ¢ de la réponse harmonique, on introduit une solution stationnaire
de I'équation du mouvement (7.62) déphasée d’un angle 7/2 par rapport a z (t), ce qui

signifie qu’on effectue la transformation wt — wt+ /2 dans expression (7.71) de x (t) pour
obtenir,

y (t) = pcos (wt + @) (7.72)

L’équation du mouvement (7.62) s’écrit en terme de la variable y et de ses dérivées tempo-
relles comme,

1
i+ =9+ wiy = agcos (wt) (7.73)
T

La fonction z () définie dont la partie réelle est la solution stationnaire y (¢) et la partie
imaginaire est la solution stationnaire x (t),

z(t) =y (t) +iz(¢) ainsi  Z=g+it et E=g+i& (7.74)

est une solution complexe de I'équation du mouvement (7.62) en régime stationnaire. En
prenant la somme de 'équation (7.62) et de I’équation (7.73) multipliée par i et en exprimant
cette somme en terme de la fonction z et de ses dérivées temporelles 2 et Z, compte tenu de
la formule d’Euler (4.11), on obtient,

1 .
P+ —i+wiz=age™! (7.75)
T

Compte tenu de la formule d’Euler,

cos (Wt + @) + i sin (wt + @) = ' WP = it i (7.76)
la solution mathématique complexe (7.74) devient,
2 (t) = p (cos (wt + @) + i sin (wt + ) = p eHWtte) — peivt piv (7.77)
Elle peut étre mise sous la forme suivante,
2 (t) = zpe™? ol 20 = pe'? (7.78)

En substituant la solution stationnaire (7.78) dans 1’équation du mouvement (7.75), on
obtient la condition suivante,

(— Wiy w%) 20 €%t = qg et (7.79)
T


https://www.youtube.com/watch?v=aAPGtT5hRtI
https://www.youtube.com/watch?v=zUxWXSh2nDQ
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En divisant cette condition par le nombre complexe de module unité e, 'amplitude com-
plexe zg s’écrit,

LW
ao wi —w?—i=
zZ0 = 5 5 o ap 2}2 (780)
— ) — 2
wp — wte = (OJ(Q) - w?) + )

D’apres la définition (7.78), Pamplitude réelle p est donnée par le module de zp,

2
Vw&—wf+”2 a0
p=lz0] = ag = (7.81)
2 22 ¥ 2 2 w?
(Wo_w)*‘ﬁ (wd — w?) + 3

et la tangente de ’angle de déphasage ¢ est donné par le rapport des parties imaginaire et
réelle de zg,

psing _Im(pe'®) Im(z) 7
pcosp  Re(pe?)  Re(zg) — wi— w?

tan p = (7.82)
Compte tenu de 'amplitude réelle (7.81), le rapport de Pamplitude réelle d’oscillation p (w)
en présence d’une force d’entrainement de pulsation w et de 'amplitude réelle d’oscillation
p (0) en absence de force d’entrainement est une fonction lorentzienne (Fig 7.7),

pw) _ wp _ ! (7.83)

et s ) (@)

A
12}
10+
o 8f
= of
3
= 4t w,T =45
2t - %2\ o
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0 0.2 04 06 0.8 1 1.2 14 1.6
u)/‘Uo

FIGURE 7.7 Fonction lorentzienne du rapport des amplitudes d’oscillation p (w) et p (0) en
fonction du rapport de la fréquence d’excitation w et de la fréquence de résonance wy.

Par définition, le rapport des amplitudes réelles (7.83) est maximal & la résonance. Pour
déterminer la pulsation w, a la résonance, on calcule la dérivée du rapport des ampli-
tudes (7.82) par rapport a la variable sans dimension w/wg et on impose que cette dérivée
s’annule en w = w,,

d p(w) _
0w/ <p<0>> 0 @3

W=W; w 2 2 w 2 1

wo wo/ (woT)
Comme le dénominateur (7.84) de la dérivée du rapport des amplitudes est non-nul, le
numérateur doit s’annuler ce qui donne la condition suivante,

2
1
2%;“<W> e oy (7.85)
wo wo wo (woT)
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En multipliant cette condition par — w3 /w,., on obtient,

1
2 2
Ainsi, la pulsation a la résonance — aussi appelée a tord la fréquence de résonance — est,
2 1 ; .
wr =\~ 53 (pulsation de résonance) (7.87)

La pulsation de résonance w, est légérement inférieure a la pulsation wy. Pour un amortis-
sement faible caractérisé par la condition wor > 1, on peut faire un développement limité
au quatrieme ordre en 1/wy7 de la pulsation de résonance,

1 1 1
Wy =wo [1— ——— ~uw (1 - . (7.88)
2 (woT) 4 (woT) 32 (woT)

Pour un amortissement suffisamment faible, la pulsation de résonance w, se réduit a,

wr Wy (amortissement faible) (7.89)

Compte tenu du temps d’amortissement (3.22) et de la loi de Stokes (3.3), la fonction
lorentzienne du rapport des amplitudes & la résonance (7.89) se réduit 4,

plwr)  plwo) _ Mmwy  mw

~ =wWT=—F = —

p(0) — p(0) b kn

Par conséquent, plus la viscosité du milieu est faible plus 'amplitude a la fréquence de
résonance sera grande pour une excitation donnée. Par exemple, ’amplitude a la résonance

sera plus grande dans l'air que dans ’eau, ce qui parailt assez intuitif.
En inversant 1’équation (7.82), on obtient 'angle de déphasage,

—T— | = arctan W (7.91)
b (w>

Ainsi, dans la limite ou la pulsation d’oscillation w tend inférieurement ou supérieurement

(7.90)

I N1E

vers la pulsation de résonance w, = wy en régime d’amortissement faible, I’angle de
déphasage entre ’excitation et la réponse harmonique correspond & plus ou moins un quart
de période (Fig 7.8),
lim ¢ (w)=-— T et lim ¢(w)= T (déphasage & la résonance)  (7.92)
w—rwy 2 wﬁw;r 2

Le plus célebre exemple historique de résonance est probablement celui de la destruction
du pont de Tacoma en 1940 due au vent (Fig. 7.9). Le pont de Tacoma s’est effondré quand
un fort vent a généré une résonance dont 'amplitude est devenue si grande que la structure
du pont n’a plus pu résister.

Un deuxieme exemple de résonance mécanique est celui de l’oscillation de pendules dis-
posés sur un fil. En faisant osciller le premier pendule, les autres pendules se mettent aussi
a osciller (régime transitoire). Aprés un certain temps, seulement le premier et le quatrieme
continuent & osciller et les autres deviennent immobiles, c’est le régime transitoire. En effet,
le premier pendule (rouge) a la méme longueur que le quatrieme et donc la méme pulsation
parce que la pulsation w = \/gw d’un pendule dépend de sa longueur (Fig. 7.10).

Un troisieme exemple est de la synchronisation de métronomes posés sur une seule plaque
en bois. Lorsque la plaque est posée sur des cylindres et qu’elle est ainsi libre d’osciller
latéralement, les métronomes se synchronisent par résonance a travers la plaque. Lorsque la
plaque n’est plus libre d’osciller, les métronomes se désynchronisent (Fig. 7.11).

Un quatrieme exemple est celui de la destruction d’un verre par résonance acoustique a
laide d’ultrasons générés par un haut-parleur (Fig. 1.1).

Destruction d’une

verre par résonance


https://www.youtube.com/watch?v=47cPhhywvOo
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FIGURE 7.8 Angle de déphasage ¢ (w) en fonction du rapport de la fréquence d’excitation
w et de la fréquence de résonance w, = wp en régime d’amortissement faible.

FIGURE 7.9 Le pont de Tacoma peu avant sa rupture. Un modele de résonance mécanique
responsable de la destruction du pont.
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FIGURE 7.10 En faisant osciller le premier pendule, les autres pendules se mettent aussi a
osciller (régime transitoire). Aprés un certain temps, seulement le premier et le quatriéme
continuent & osciller et les autres deviennent immobiles (régime stationnaire). En effet, le

premier pendule (rouge) a la méme longueur que le quatriéme et donc la méme pulsation
parce que la pulsation w = /g/l d’un pendule dépend de sa longueur.

——



https://www.youtube.com/watch?v=lXyG68_caV4
https://www.youtube.com/watch?v=zJ_4hfROfYU
https://www.youtube.com/watch?v=YoMdGLqo-Jw
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FIGURE 7.11 Six métronomes de méme fréquence d’oscillation oscillent sur une méme
plaque de bois. Lorsque la plaque peut rouler sur deux cylindres en Plexiglas, les
métronomes se synchronisent, sinon ils se désynchronisent.
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